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はじめに 

 以前の 3回の研究員の眼で、「巨大数」と「小さな数」について説明してきた。ここで、問題になっ

てくるのは、これを突き詰めていくと結局は、有限の極限としての無限の問題に関わってくることに

なる。そこで、今後は、無限に関するトピックについて紹介していきたいと思っている。 

ゼノンのパラドックス－アキレスと亀  

「ゼノンのパラドックス」あるいは「ゼノンの逆説」と呼ばれているものは、古代ギリシャの自然

哲学者であるエレアのゼノン（Zeno of Elea）が唱えたパラドックスである。 

それにはいくつかのものがあるが、最も有名なものの１つは「アキレスと亀」に関するものである。

これは、「（古代ギリシャ随一のスプリンターとして知られる）アキレスと亀が 100m 競争をする。た

だし、アキレスにはハンディキャップが与えられて、亀は 50ｍ先からスタートする。この時、アキレ

スが亀のいる地点に到着した時には亀は先に進んでおり、さらにアキレスが亀の進んだ先に到着した

時には亀はさらに先に進んでいる。このことが繰り返されるため、アキレスはいつまで経っても亀に

は追い付けない。」というものである。 

これは明らかにおかしい。アキレスは亀に追いついて、さらには追い越していくことは誰が考えて

も明らかである。ところが、何故このゼノンの考え方がおかしいのか、何が間違っているのかを説明

せよと言われると、はたと困ってしまう人が多いものと思われる。 

数学の問題としては、アキレスと亀の速度が与えられれば、どの時点で追いつくことができるのか

を簡単に計算することができる。それでも、それでは「ゼノンのパラドックス」の誤りを直接的に指

摘したことにはなっていない。従って、何かもやもやしたものが残ってしまい、歯痒い気持ちになっ

てしまうのではないだろうか。 

というわけで、この考え方が誤っている点を説明すると、それは「『アキレスが亀に追いつくまでに

亀が先に進んでいる』というプロセスが無限に繰り返されることから、いつまで経っても（即ち、無

限の時間をかけても）追いつかない。」としている点にある。つまり、「アキレスが亀に追いつくまで
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に亀が先に進んでいる」というプロセスは確かに無限に繰り返すことができるかもしれないが、この

プロセスは結局はある一定の有限の時間内でしか行われない。即ち、その有限の時間に到達すると、

アキレスは亀に追いついて、さらにその時間を過ぎると、アキレスは亀を追い越していくことになる。

つまり、この考え方の誤りは、「無限の回数が無限の時間で行われる」かのような論理を展開している

点にあることになる。 

このパラドックスの背景には、「無限個の数の足し算（無限和）が有限に収束する」ケースがあると

いう事実があり、このことを指摘することがなかなか難しいという点があったようだ。 

これに類似したパラドックスに「弾むボールは永久に止まらない」というものがある。これは「ボ

ールをある高さから落下させた場合に、床で弾んで半分の高さまで跳ね返るとする。これが繰り返さ

れるため、このボールは永久に止まらない。」というものである。これについても、同様の考え方で、

「無限回、弾むかもしれないが、その弾んでいる時間は有限な値に収束する。」ので、その時間にはボ

ールは静止する、ことになる。 

ゼノンのパラドックス－飛んでいる矢は止まっている  

「ゼノンのパラドックス」で次に有名なのは、「飛んでいる矢は止まっている」というものである。

これは、「飛んでいる矢は、いつの時点でもその瞬間は止まっている。いつの時点でもその瞬間に止ま

っているならば， いつも止まっているわけだから、矢は止まっていて動かない。」というものである。 

これに対する明確な回答を得るには、微分積分の考え方が生まれてくるまでの時間を要している。 

即ち、「瞬間」という言葉の意味するところが重要であり、これが「0」を意味しているのであれば、

まさしく「0」からは「0」にしかならないということになってしまう。実は「瞬間」というのを、「極

めて短い時間Δtを想定して、このΔtを限りなく 0に近づけた極限」として定義することにより、飛

んでいる矢は、「各瞬間において、いわゆる速度を有しており、動いている」ということになる。これ

により、時間とともに矢は飛んでいく、ことになる。 

二分法のパラドックス 

「二分法（dichotomy）」というのは、ある意味で、先の「アキレスと亀」のパラドックスの論法に

似ている。（厳密ではないが）「アキレスと亀」のパラドックスが、この二分法の進化版、あるいは１

つの具体例と言う言い方もできるかもしれない。 

これは、「ある地点に到達するためには、その半分の中間点に到達しなければならない。さらにその

中間点に到達するためには、その中間点までの半分に到達しなければならない。この論法を繰り返し

ていくと、結局いつまでたっても最初の目標地点には到達できない、ということになる、というパラ

ドックスである。 

これも、距離を無限に分割して、その距離に到達するまでの時間を無限に分割していっても、結局

はそれらの無限の時間の累計は有限の時間となり、有限の時間で目標の地点に到達することができる

ことになり、その時間を過ぎれば、中間点等を通過して、さらに先に進むことができることになる。 

即ち、このパラドックスもまさに、「無限の距離の分割により、運動が無限の時間で行われる」かの
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ような論理を展開している点に問題がある。 

有限と無限の関係 

今回のパラドックスが意味していることは、「有限」と「無限」の関係を正しく理解し、極限の概念

を明確にしていかなければならない、ということにある。 

有限のものを無限に分割することができても、それはあくまでも対象となる有限なものを無限に分

割することができる（例えば、直線を無限に分割していくができる）ということであり、その無限に

分割されていったことで、元々目指していたものを達するために要するもの（例えば、時間）も無限

に小さくなっていくことになる。結果として、元々有限のものが無限になるということではないし、

元々の有限のものに対応して、目指すべきものが有限の範囲内で到達されていく、ということには何

らの影響も与えないということになる。 

ある意味で、２つの全く異なること（①有限のものを無限に分割できる、②有限のものを有限の時

間等で達成できる）をいかにも両者が密接に深く関係しているかのような論理を展開していることに

問題があることになる。 

（参考）実無限と可能無限  

無限については、哲学者等を含めての各種の議論があり、例えば「実無限」と「可能無限」という

概念がある。一般的には（私の理解では）、前者は無限大の存在を認めて、変化しない無限、あるいは

到達された無限として認識するものであり、後者は無限大には到達せずに、いつまでも変化する無限、

あるいは果てしなく続く有限として認識するものである、と考えられている。 

具体的には、例えば、無限級数を表すのに、 

 

 

 

といった算式で表すのは、果てしなく続く加算を表していることから、可能無限に則った算式となる。

これに対して、この無限級数が収束するものとして、 

 

          あるいは 

 

と表した場合には、これは収束する特定の数を表すことになるので、実無限に則ったものとなる。 

 なお、ここで現れてくる無限大を表す記号「∞」自体が、「実無限」の考え方によるものとなる。 

 今回紹介した「アキレスと亀」のようなパラドックスは、まさに可能無限の考え方に則った視点に

基づいたものとなっている。これに対して、その誤りを指摘する説明は、実無限の考え方に則った視

点に基づくものとなっている、と言えるだろう。 

数学の世界では、基本的には「実無限」の考え方に基づいて論理が展開されているので、今回を含

めて、今後の無限に関する研究員の眼のシリーズでは、基本的には「実無限」の考え方をベースに記

述していくことにする。 
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最後に  

今回は、有限と無限の関係についての理解を深めるために、ゼノンのパラドックスのいくつかにつ

いて紹介してきた。 

有限と無限の関係については、単純な数学的な思考だけでなく、哲学的な思考を要する面があり、

非常に興味深い話題である。ただし、これに深入りしすぎると、寝食を忘れて没頭してしまうという

ことにもなりかねない。その意味では、こんなトピックもあるのだな、程度に思っていただければよ

いのではないかと思われる。 

 

 


