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はじめに 

 無理数に関する話題について、複数回に分けて紹介している。前回の研究員の眼では、無理数の定

義と無理数同士や有理数との四則演算結果等について紹介した。 

今回の研究員の眼では、「無理数の（無理数や有理数）べき乗」、「無理数度」及び「2次無理数と連

分数展開」について紹介する。 

有理数の有理数乗  

まずは、有理数の有理数乗のケースから述べる。これは明らかなことと思われるが、「有理数の有

理数乗は有理数にも無理数にもなる」。具体的には、以下の通りである。 

  2２＝4  

   2１／２＝√2  

有理数の無理数乗  

それでは、有理数の無理数乗については、どうだろうか。これについても、以下の例のように、「有

理数の無理数乗は、有理数にも無理数にもなる」。 

  
 

ここで、log25 が無理数であることは、以下のように背理法で証明される。 

（証明）log25 が有理数であるとすると、互いに素な自然数ｐとｑを用いて、log25＝ｑ／ｐ と表されることか

ら、対数の定義により 2q／p=5 、両辺を p 乗すると 2q=5p  となるが、これは素因数分解の一意性に反

する。 

 なお、同様に背理法により、例えば、a と b が互いに素な自然数の場合、logab は無理数となるこ
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とが証明される。 

無理数の有理数乗  

 まずは、「無理数の整数乗は有理数にも無理数にもなる」。これは、以下の例から明らかである。  

 （√2）２＝2 

 （√2）３＝2√2 

 もっと言えば、全ての無理数の 0乗は 1となることから、有理数となる。  

また、以下の例のように、無理数の「整数でない有理数」乗は、有理数にも無理数にもなる。 

  

 

 

一方で、「(正の)無理数の累乗根は無理数」となる。 

これも、無理数 a の n 乗根 n√a が有理数になると、これらの n 乗の（n√a）n（＝a）も有理数と

なってしまい、矛盾することから明らかである。 

無理数の無理数乗  

多くの人は、「無理数を無理数乗」したら、それは無理数になるだろうと考えると思われる。ところ

が、「無理数の無理数乗は、有理数にも無理数にもなる」。具体的には 以下のような例が挙げられる。 

 

 

 

ここで、大学の入試問題にも出たことで有名な、以下の例がある。  

 

 上記算式により、少なくとも「無理数の無理数乗で有理数になる例が存在する」ことが示されている。 

というのも、中間結果である       が有理数であるか無理数であるかはわからなくても、もしこれが有理

数であればそれが具体例となるし、もしそうでなければこの無理数の√2乗が2となっていることから、これが具

体例になるからである。 

実際には、「      は無理数かつ超越数である」ことが証明されている。これは「α を 0、1 以外

の代数的数、β を有理数ではない代数的数としたとき、αβは超越数である。」という「ゲルフォント

＝シュナイダーの定理」の一つの具体例に該当するものになっている。 

なお、この定理は、有名なドイツの数学者であるダフィット・ヒルベルト（David Hilbert）により

まとめられた当時未解決だった 23の数学問題である「ヒルベルトの 23の問題」の 7番目の問題を

解決するもので、ヒルベルトが大変難しい問題と考えていたものだった。 

8番目の問題が有名な「リーマン予想」で、1928年の講演で、ヒルベルト自身は、リーマン予想は

自分が存命中に解決するが、7番目の問題は講演参加者の存命中は解決されないだろう、と述べてい

たと言われている。ところが、実際には、この 7番目の問題が 1934年に、ソ連の数学者であるアレ

https://ja.wikipedia.org/wiki/%E3%83%92%E3%83%AB%E3%83%99%E3%83%AB%E3%83%88%E3%81%AE23%E3%81%AE%E5%95%8F%E9%A1%8C
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クサンダー・ゲルフォント（Alexander Gelfond）とドイツの数学者であるテオドール・シュナイダ

ー（Theodor Schneider）によって、それぞれ独立に証明された一方で、リーマン予想は未だ解決さ

れておらず、数学における最も重要な未解決問題の１つになっている。 

大数学者といえども、将来を予測することは難しいことがわかる。 

べき乗の結果のまとめ  

結局、有理数や無理数の有理数や無理数によるべき乗の結果は、以下の図表の通りとなる。即ち、

全てのケースで有理数にも無理数にもなりうることになる。 

 

 

 

 

 

無理数の無理数乗（特殊なケース）  

前回の研究員の眼で「代表的な無理数かつ超越数である e（ネイピア数）とπ（円周率）について、

その和や積である e＋πや e・πが有理数なのか、無理数なのかは証明されていない。」と紹介した。

それでは、これらのべき乗である、eπ、ee、ππ、πe は有理数なのか、無理数なのか、はたして超越数

なのだろうか。 

これについても多くの人は、当然、無理数であり、超越数であろうと考えるのではないかと思われ

る。ところが、その結果については、「eπ（＝（－１）―i ）」は、「ゲルフォントの定数」と呼ばれる

数学定数で、超越数である。」ことが分かっているが、ee、ππ、πe は有理数であるのか無理数であるの

か超越数であるのか否かは証明されていない。 

一方で、これらより若干複雑ではないかとの感じを受けるかもしれないπ＋eπやπ・eπは超越数で

あることが証明されている。 

無理数度 

無理数について、その無理数としてのレベルに階層があり、それを図る指標として「無理数度」と

いう尺度がある。 

これは、ある数αに対して、 

｜α－p／q｜＜1／qκ   

を満たす有理数ｐ／ｑが有限個しかない、という性質を満たすκの下限のことを指しており、これを

αの「無理数度（irrationality measure）」という。 

 その定義により、有理数の無理数度は１となる。また、ディリクレの定理と呼ばれるものにより、

全ての無理数の無理数度は 2以上となる。さらに、ロスの定理と呼ばれるものにより、代数的無理数

の無理数度は 2となるが逆はいえない。 

超越数でも、eの無理数度は 2となっている。これに対して、πの無理数度は 8.016045…… とな

底（てい） べき指数 べき（結果）

有理数 有理数 有理数又は無理数

有理数 無理数 有理数又は無理数

無理数 有理数 有理数又は無理数

無理数 無理数 有理数又は無理数

https://www.nli-research.co.jp/report/detail/id=69500?site=nli
https://ja.wikipedia.org/wiki/%E6%9C%89%E7%90%86%E6%95%B0
https://ja.wikipedia.org/wiki/%E7%84%A1%E7%90%86%E6%95%B0
https://ja.wikipedia.org/wiki/%E8%B6%85%E8%B6%8A%E6%95%B0
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っている。 

さらには、「リウヴィル数（Liouville number）」と呼ばれるものの無理数度は∞（無限大）となっ

ている。 

リウヴィル数というのは、以下の定義を満たす実数 α のことである 

「 任意の正整数 n に対して、 

  ０＜｜α－p／q｜＜1／qn   

を満たす有理数 p/q (q > 1) が少なくとも一つ存在する。 」 

例えば、 

 

 

は、リウヴィル数である。この数は、1844年に、リウヴィルによって、超越数であることが証明され、

超越数の存在が初めて示されたものとなった。 

 ジョゼフ・リウヴィル（Joseph Liouville）は、フランスの数学者で物理学者であり、物理学、解

析学、数論の３つの分野で「リウヴィルの定理」と呼ばれる業績を残している。 

2次無理数と連分数展開  

ここでは、無理数に関連して、「2次無理数」という概念を紹介しておく。 

「2次無理数」というのは、有理数係数（あるいは整数係数）の 2次方程式の解となる無理数のこ

とを指している（従って、代数的無理数であり、超越数ではない）。 

学生時代に学んだように、2次方程式 aｘ2＋bｘ＋c＝0の解は 

 

 

となる。 

 aと bと cが有理数であれば、これらの分母を全て払って、全て整数とした場合を考えれば、結局、

2次無理数は、「有理数＋有理数×√整数」という形に表されることになる。逆にこのような形で表さ

れる無理数は、2次無理数ということになる。 

「連分数」というのは、分母に更に分数が含まれているような分数のことを指しており、特に分子

が全て１となる場合には「正則連分数」と呼んでいる。具体的には、以下のような形になる。 

 

 

 

 

 

ここで a0 は整数、それ以外の an は正の整数である。 

ある数をこのような連分数で表すことを「連分数展開」と呼んでいる。また、連分数展開を行った

ときに、上記に現れる anが循環した数列になる場合、「循環連分数」という。 

と、ここまで定義を述べてきたが、実は「2次無理数の正則連分数展開は必ず循環し、逆に、正則
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連分数展開が循環する数は 2次無理数である。」ことが知られている。このことは、18世紀のフラン

スの大数学者であるジョゼフ＝ルイ・ラグランジュ（Joseph-Louis Lagrange ）によって証明されて

いる。 

これにより、無理数は、「連分数表示が循環連分数となる 2次無理数」と「連分数表示が循環しな

い連分数となる 2次でない無理数」に分類されることになる。 

因みに、√2は、2次方程式 x2 −2 = 0 の解で、以下のように連分数展開される 2次無理数である。 

 

  √2＝ 

 

 

 

 

 

また、黄金数φも、以前の研究員の眼「黄金比φについて（その１）－黄金比とはどのようなもの

なのか－」（2020.11.10）で述べたように、2次方程式 x2 − x − 1 = 0 の正の解となり、以下のように

連分数表示される 2次無理数である。 

 

 

 

 

 

 

繰り返しになるが、πや eは超越数なので、2次無理数ではない。また、eの無理数度は 2だが、2

次無理数ではない。 

最後に  

今回は、「無理数の（無理数や有理数）べき乗」、「無理数度」及び「2次無理数と連分数展開」につ

いて紹介した。 

有理数と無理数の有理数乗や無理数乗が、いずれのケースにおいても、それほど自明ではないと思

われるケースにおいても、有理数にも無理数にもなりうるという事実は、初めて聞くと少しは驚かれ

るのではないかと思われる。その定義等から考えた場合には、そういう結果になるのが自然だと認識

できる場合もあるかもしれないが、ただ単に算式記号だけを見ていると、何となく不思議に思われる

のではないだろうか。 

また、無理数といっても、それには「無理性（？）の程度」があることを紹介した。 

次回の研究員の眼では、具体的に無理数がどのようなところに現れてくるのかについて紹介する。

これにより、無理数にさらに親近感を抱いていただければと思っている。 

https://www.nli-research.co.jp/report/detail/id=66049?site=nli
https://www.nli-research.co.jp/report/detail/id=66049?site=nli

